
یادگیری ماشین
بخش سوم

دانشگاه شهید بهشتی
پژوهشکده ی فضای مجازی

1۴۰۳پاییز  

احمد محمودی ازناوه

http://facultymembers.sbu.ac.ir/a_mahmoudi

Machine Learning



فهرست مطالب

یادگیری بیزی•
معیارهای تصمیم گیری–

درست  نماییتابع•
•MAP

•Bayesian inference

دسته بندی•
رگرسیون چند جمله ای تک متغیره•
(Regularization)منظم سازی•

2



احتمال و استنتاج

داده هایی که مورد استفاده قرار می دهیم، حاصل فرآیندی•
.شناخته شده نیست( کاملا)است که 

مشاهده،غیرقابلمتغیر هایتصادفی،پدیده هایدر•
.می شودقطعیتعدمپیدایشموجب

• x=f(z)

بلقابدین شیوهفرآیندهاییچنینکهاینبهتوجهبا•
متغیریکصورتبهراخروجینیستند،کردنمدل

:می کنیمتعریفتصادفی

• P(X=x)

تخمینراتوزیعاینمی توانورودینمونه هایاساسبر•
سکهبرایمثالعنوانبهزد،

یادگیری ماشین ۳po = # {Heads}/#{Tosses} = ∑
t
xt / N



بهینهدسته بندی

:مشتریاناعتباردسته بندیمسأله ی•
پس اندازودرآمد:ورودی–
High riskوlow riskمشتری:خروجی–

– Input: x = [x1,x2]T ,Output: C ∈ {0,1}

:پیش بینی–
– high risk(C=1) or low risk(C=0)

یادگیری ماشین ۴
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احتمال شرطی

Bayesian inference is a method of statistical inference in which Bayes' theorem is used to update the 

probability for a hypothesis as more evidence or information becomes available[wiki].

https://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_inference
https://en.wikipedia.org/wiki/Bayes'_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Evidence
https://en.wikipedia.org/wiki/Information


...(ادامه)دسته بندی 

، متغیر مشاهده شده است، xبا فرض این ورودی •
.استP(C|x)مسأله یافتن احتمال 

یادگیری ماشین 5

Bayes’ Rule
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احتمال پیشین
(احتمال اولیه) درست نمایی دسته

احتمال پسین

با چه احتمالی در 
نمونه ای با Cدسته ی 

.وجود داردxمشخصات 
، دسته ی Cبا چه احتمالی 
.استxمربوط به 



...(ادامه)دسته بندی 
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...(ادامه)دسته بندی 

یادگیری ماشین 7

pattern recognition using neural networks theory and algorithms for 

engineers and scientists, by Carl G. Looney
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دسته بندی چندکلاسی

یادگیری ماشین 8
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هنگامی که می دانیم بهxاحتمال رخداد 
تعلق داردCiدسته ی 

Class likelihood
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توابع جداساز
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K decision regions R1,...,RK

Dichotomizer g(x) = g1(x) – g2(x)
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Discriminant Functions



برآورد پارامتری

نظرردبا«بهینهتصمیماتخاذ»مورددرپیشفصلدر•
دانستنفرضباورودیمشاهده یاحتمالگرفتن
.شدبحثدستهوقوعاحتمالودسته

خاصتوزیعیازداده ها،توزیعکهفرضاینبهتوجهبا–
«پارامتریروش های»راروش هااینمی کند،پیروی

.می نامند
• X = { xt } 

t=1 where xt ~ p (x)
:پارامترتخمین•

Xآموزشیداده هایرویازqپارامترهایتخمین–
pصورتبهمدلیکداده هابرای– (x |q گرفتهنظردر(

راتوزیعمورددراطلاعاتتماماست؛«بسندهآماره ی»q)می شود
(داردبردر

یادگیری ماشین 17

Parametric Estimation

N

Sufficient statistic



تابع درست نمایی 

مدلپارامترهایازتابعی،«درست نماییتابع»•
.استآماری

برای،θپارامتر ها،ازمجموعهیکدرست نمایی–
بهXرخداداحتمالبابرابرست؛(X)معینمقادیری

شرطبهآنθدرستیاحتمال)پارامترهامجموعه ازای
X)

▪ l (θ|X) ≡ p (X |θ)

•Xواستثابتθمی شوددادهتغییررا.
.دارداساسینقش«آماریاستنباط»درتابعاین•

یادگیری ماشین 18

Likelihood Function

Bishop

Statistical inference



برآورد درست نمایی بیشینه

Xدر صورتی که نمونه ها، • = { xt }،« متغیرهای مستقل با
:باشد«(.i.i.d)توزیع یکسان

• l (θ|X) = p (X |θ) = ∏
t

p (xt|θ)

بههستیمθیافتنپیدربیشینهدرست نماییبرآورددر•
شود؛حده اکثرpبهXتعلقاحتمالکهگونه ای

.شودبیشینهدرست نمایی
تملگاریازدرست نمایی،جایبهمحاسبات،سادگیبرای•

:می شوداستفادهآن
L(θ|X) = log l (θ|X) = ∑

t
log p (xt|θ)

θ* = argmaxθ L(θ|X)
یادگیری ماشین 19

Maximum Likelihood Estimation

independent and identically distributed

Log likelihood

Make  sampling xt from p (xt|θ) as likely as possible

MLE



برآورد درست نمایی بیشینه

یادگیری ماشین 2۰Pattern Classification, Chapter 3

Likelihood

Log Likelihood



مثال

xتوزیع برنولی• in {0,1}

P (x) = po
x (1 – po )

(1 – x)

L (po|X) = log ∏
t
po

xt (1 – po )
(1 – xt) 

MLE: pô = ∑
t
xt / N

توزیع برنولی تعمیم یافته•
• K>2 states, xi in {0,1}

P (x1,x2,...,xK) = ∏
i
pi

xi

L(p1,p2,...,pK|X) = log ∏
t 
∏

i
pi

xi
t
= log ∏

i
pi

Σt(xi
t)

MLE: p̂ i = ∑
t
xi

t / N

یادگیری ماشین 21

Bernoulli /catagorical (generalized Bernoulli) Density
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• p(x) = N ( μ, σ2)

• MLE for μ and σ2:
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دسته بندی پارامتری

یادگیری ماشین ۳۴
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تابع جداساز

:در صورتی که چگالی دسته را گاوسی در نظر بگیریم



...(ادامه)دسته بندی پارامتری 

یادگیری ماشین ۳5
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نمونه های آموزشی

برآورد درست نمایی بیشینه

توابع جداساز



ساویدسته بندی دو دسته با واریانس یکسان و احتمال اولیه م

یادگیری ماشین ۳6

Equal variances

Single boundary at
halfway between means
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دسته بندی دو دسته با واریانس متفاوت  و احتمال اولیه مساوی

یادگیری ماشین ۳7

Variances are different

Two boundaries
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مثال

یادگیری ماشین ۳8
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رگرسیون چندجمله ای

یادگیری ماشین ۴1
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رگرسیون چندجمله ای

یادگیری ماشین ۴2
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رگرسیون چندجمله ای

یادگیری ماشین ۴۳
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معیارهای خطا

مجموع مربعات خطا•

خطای نسبی•

یادگیری ماشین ۴۴
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X

sum of squared error(SSE)

relative square error(RSE)

the coefficient of determination 

2 1 RSER E= −

باشد، می توان نتیجه 1نزدیک به «ضریب تعیین»در صورتی که 
.گرفت که مدل به دست آمده مفید است



مثال

• M samples Xi={xt
i , r

t
i}, i=1,...,M 

are used to fit gi (x), i =1,...,M

یادگیری ماشین ۴7
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Bias/Variance Dilemma

gi(x)=2 

gi(x)= ∑t
rt

i/N

واریانس صفر است، اما بایاس بالایی دارد

بایاس کاهش می یابد، اما واریانس افزایش می یابد
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bias

variance

f gi

g

f



انتخاب مدل

یادگیری ماشین ۴9

Best fit “min error”



یادگیری ماشین 5۰

Best fit, “elbow”

Cross validation
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Regularization

Penalize complex models

Coefficients increase in 
magnitude as order increases:
1: [-0.0769, 0.0016]
2: [0.1682, -0.6657, 0.0080]
3: [0.4238, -2.5778, 3.4675, -
0.0002
4: [-0.1093, 1.4356, 
-5.5007, 6.0454, -0.0019]
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Regularization

9th Order Polynomial
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